KruzZnica — razni zadaci
Primer 1.
Odrediti parametar k tako da kruznica x*+y* —(k —4)x—ky + 2k +5=0 dodiruje y- osu.
ReSenje:
Kad ¢e kruznica (x— p)® +(y—q)® =r? dodirivati y-osu?
U situaciji kad je r = p, $to znaci da poluprecnik kruznice mora biti isti kao p.
Ako traze da kruznica dodiruje x-0su , onda mora biti da je r = q.
Da nadjemo najpre p, q i r iz zadate kruznice u raspakovanom obliku...

Ako je kruznica data u obliku  x* + y* + dx+ey + f =0 mozemo koristiti formulice

. d
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Zakljucili smo da mora biti r =p pa imamo:
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k?—8k—-20=0—k,,=— —k =10k, =-2

Za ove dve vrednosti trazene kruznice su:

x2+y2—6x—10y+25=0/\X2+y2+6X+2y+1=0 (naslici)



Primer 2.

Odrediti uzajamni polozaj kruznica:
a) X +y —2x—-6y+6=0AX*+y*—10x—8y+40=0
b) x*+y?—8x—-18y+93=0AX*+y?—8x—8y+23=0
C) X +y?*=25A2x*+2y*—4x-3y—-25=0

ReSenje:
Najpre da razmislimo kakav sve moze biti uzajamni polozaj dve kruznice i od ¢ega to moze
da zavisi.

KruZnice mogu da se ne seku (_jedna van druge) a onda je zbir polupre¢nika manji od

rastojanja izmedu centara.

Kruznice mogu da se seku u jednoj tacki (spolja) a onda je zbir polupre¢nika jednak sa

rastojanjem izmedu centara.

Kruznice mogu da se seku u jednoj tacki (unutra) a onda je razlika poluprecnika jednaka sa

rastojanjem izmedu centara.

KruZnice mogu da se seku u dvema tackama a onda je zbir polupre¢nika vec¢i od rastojanja

izmedu centara.

Kruznice mogu da se ne seku (jedna u drugoj) a onda je razlika polupre¢nika veé¢a od

rastojanja izmedu centara.

Kruznice mogu da se ne seku a imaju isti centar, onda se zovu koncentri¢ne.

Da ispitamo redom Sta se gde deSava u naSem zadatku....
a) X +y —2x—6y+6=0AX*+y*—10x—8y+40=0
Najpre moramo da ih upakujemo da bi mogli da pro¢itamo koordinate p,qir, da nadjemo

rastojanje izmedju centara , a najbolje je da sve to vidimo i na slici...

x*+y? —2x—6y+6=0 X2 +y?—10x—8y+40=0
X2 —2X+Yy>—6y=—-6 x? —10x+ y* -8y = —40
X2 —2X+1+Yy*—6y+9=-—6+1+9 x* —10Xx+ 25+ y* -8y +16 = —40+25+16

(x-1)+(y-3)*=4->p=1,q=3r=2 (x-5)°+(y-4)*=1—>p=50q=4r=1

d(C,,C,) = (P, — P)* +(d; —0,)?
d(C,,C,) =/(5-1)*+(4-3) =17

Rastojanje izmedu centara je

a zbir poluprecnika je 2+1 =3 a V17 >3 pa kruZnice nemaju zajednickih tacaka.
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b) Xx*+y?—8x—-18y+93=0AX"+y*—8x—8y+23=0

x* +y>—8x-18y+93=0 X +y>—8x—8y+23=0

x* —8x+y*-18y =-93 X’ —8x+y> -8y =-23

X’ —8x+16+y® 18y +81=-93+16+81 X’ —8x+16+Yy° -8y +16=-23+16+16
(x=4)’+(y-9°=4—>p=4,qg=9,r=2 (x—4)>+(y-4)°=9—>p=4,q=4,r=3

d(C,.C,) =/(p, — P)* + (0, — )’
d(C..C,)=\(4-4)* + (4-9)* =5

Kako je zbir poluprecnika 3+2=5 jednak rastojanju izmedu centara znamo da se kruznice

dodiruju spolja.

< .. N TR . o eqi
Tacku preseka trazimo reSavajuéi sistem jednacina.

(x—4)* +(y-9)* =4

(x=4)" +(y-4)* =9 e
4-(y-9)"=9-(y-4)° eq2
447 +18y-81=9_4" +8y-16 f
18y -8y =—-7+77 :

10y=70>y=7—>x=4




) X°+y*=25A2x*+2y’ —4x-3y—-25=0

x® +y? =25 je centralna kruznica sa polupre¢nikom r = 5.

2x*+2y* —4x-3y—-25=0/...:2

) 3 25
X“+y —2x—§y:?

- d(C.,C.) =(p, ~ P + (0, ~ )’
XC—2x+y ——y=— 3 9 5

27 2 d(Cl,CZ):\/(1—0)2+(——O)2 :\/1+— ==
" , 3 9 25 9 4 16 4
X°=2X+1+y ' ——y+—=—+1+—

2° 16 2 16

3,, 225 3 15
X_12+ __2:__) :1| :_lr:_
(x=1)"+(y 4) 5 O Pela=gr=7

Razlika polupre¢nika je 5 —? = % Sto je jednako sa rastojanjem izmedu centara pa Se
kruznice dodiruju iznutra.

Tacku preseka opet moramo naci reSavajuci sistem:
X +y>=25

2x* +2y* —4x-3y-25=0

50-4x-3y-25=0
25-4x

4x+3y=25—>y=

2
x2+[25_4xj —25.itd >x=3—>y=4

Primer 3.

Odredi jednac¢inu tangenti kruznice x>+ y®>—4x—6y—12=0 koja je paralelna sa pravom
4x-3y-12=0

ReSenje:

Da spakujemo kruZnicu:

X +y?—4x-6y—-12=0

X —4x+y° -6y =12

X —4X+4+y* —6y+9=12+4+9

(x—=2)>+(y-3)*=25->C(2,3)Ar*=25



Pravu ¢emo prebaciti u eksplicitni oblik :

4x-3y-12=0
3y =4x-12

eql

y:ﬂx—4—>k:ﬂ
3 3

Uslov paralelnosti je k, =k, pa zaklju¢ujemo

da ¢e i za naSe prave biti kK = 3 2

Sad jo§ preko uslova dodira da nadjemo n.

r’(k*+1) = (kp —q +n)?

25(%) +D=4g-2—3+ny

16 1,

o == 4 26
25(9 +1)=(n 3) tl:y=§x+?
1., 625 Jednacine tangenti su: 4
(n—g) :T tZ:yzgx—S

n_i_. (8%
3 9
25 26
Nn-—=x——>n=—AN,=-8
3
Primer 4.

Odredi ugao pod kojim prava x-2y = 0 se¢e kruznicu x> +y* =5

ReSenje:

Ideja: Naci ¢emo tacke preseka prave i kruznice (sistem jednaéina). U taCkama preseka
postavimo tangente na kruznicu. Ugao izmedu tangente 1 date prave je ugao pod kojim se
seku prava i kruZnica.

To odradimo za jednu tacku preseka, za drugu ¢e biti isto resenje.



x> +y?=5

x—=2y=0

X=2y=0—>x=2y

(2y)*+y* =5 Uzmimo ta¢ku ( 2,1) i tu postavljamo tangentu.
4y* +y* =5

y=losy=tl->y =1Ay,=-1

X, =2AX,=-2

XX, + Yy, =r’
2x+1y=5  Odavde vidimo da je koeficijent pravca tangente k = -2.
y=-2X+5

Koeficijent pravca zadane prave je : X—2y=0—>y= % X—>k= %

kk,=-1
kz_k1 12

ali ovde ne moramo jer
1+Kk, -k,

Dalje bi koristili formulu tge =

2l
2

Pa zakljuéujemo da je u pitanju ugao od 90°.
Evo slike:

. V. .. eql
Napomena: Ugao izmedu dve kruznice se trazi A

po istom principu. Nademo presek reSavajuci a X 90°

sistem, uzmemo jednu tac¢ku presekaiu - 5
njoj postavimo tangente na obe kruZnice pa

nademo ugao izmedu tangenti.

Primer 5.

Odrediti zajednicke tangente kruznica X* +y> =45A %> +y*—20x-25=0.

ReSenje:

Trazimo tangentu y =kx + n . Posao nam je da nademo k i n a koliko ¢e imati reSenja zavisi

od poloZaja u kome se nalaze kruznice.



x> —20x+y* =25

X*+y*=45->p=0,q=0,r>=45 x* —20x+100+ y* = 25+100
r’(k® +1) =(kp—qg+n)’ (x-10)* +y*=125— p=10,q=0,r* =125
45(k* +1) =n® r’(k* +1) = (kp —q+n)?

125(k? +1) = (10k +n)?
Dalje reSavamo sistem jednacina :

45(k? +1) = n?
125(k? +1) = (10K + n)?

Ako podelimo drugu jednacinu sa prvom imamo

125 (1) _ (10k +n)’
45 (k2+T) n’

§_(1Ok+nj2

9 n
n 9
(%Jrl) = ig sad moramo posebno
n
10k, 5 10k ,_ 5
n 3 n 3

Radimo prvu situaciju a ona ¢e nas verovatno odvesti do svih reSenja:

%_’_l:?
n 3

10k 2
n 3
2n =30k
n=15k A45(k*+1) =n’
45(k* +1) = (15k)°
45K? + 45 = 225k
180k? = 45
1 1 1 15 15

k?==—>k ==vk,=—=—>n=15k >n =—,n, =—
4 2 2 2 2



Dobili smo jednacine zajednickih tangenata:

1 15

Y ==X+—

Ly =X+
Loy le 15
2 2

Da pogledamo sliku:

20

eq2
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